Charaktere von Darstellungen endlicher Gruppen

G. Chiusole

1 Spur einer Matrix

Definition 1. Sei F ein Korper. Sei A = (a;j) € Mat, x,(F,B) eine Matrix relativ zu einer

Basis B mit Koeffizienten in F. Dann heifit tr : Mat,, . (F, B) — F mit

tr(A) = ai (1)
i=1
die Spur von A.

Proposition 1. Sei F ein Kérper, V ein n dimensionaler F Vektorraum und A = (a;;),B =

(bij) € Maty,xn(F, B) Matrizen dber F relativ zur Basis B und A € F. Dann gilt
(i) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
(i1) tr(AA) = Air(A)

(i) tr(AB) = tr(BA). Allgemeiner gilt tr([];_, Ai) = [1i—, tr(Ao;)) mit o € S, wenn o eine
zyklische Permutation ist. Sind die A; stets symmetrisch, so gilt der Satz fiir beliebige

oc€esS,
(iv) i.A. und iblicher Weise tr(AB) # tr(A)tr(B). Im Falln =1 gilt die Gleichung.
(v) VS € GL,(V) : tr(S™LAS) = tr(A)
Proof. Seien A = (a;;) und B = (b;;). Dann gilt
(i) tr(A+B) =1 (a+Db)i =Yy @i + b = Sy @z + gy bis = tr(A) + tr(B)

(i) tr(AA) =320 (Na)is = 30001 Aasy = A 30 ay = Atr(A)



(iii) tr(AB) = 3271 aibji = 32;_4 bjiay; = tr(BA)
(iv) Beispiel: tr(l,,) = n # n? = tr(I,)tr(1,)

(v) tr(S1AS) = tr((S~1A)S) = tr(S(S~1A)) = tr(A)

O
Definition 2. Sei V ein FG-Modul mit Basis B. Dann nennt man die Funktion
x:G—F (2)
g — tr[g]s (3)
den Charakter des FG-Modul.
Remark 1. Merke xy =tro p:
X:G5GL,(V) ST (4)
g 9] — tr[g]s (5)

Remark 2. Der Charakter eines FG- Modul hiangt nicht von Basis B ab: Seien B und B’ zwei

unterschiedliche Basen von V| dann ist

x([g]8) = x(S'[g]5S) S €GL(V) (6)

nach Proposition [2] (v). Folglich spricht man von dem Charakter eines FG-Moduls und nicht von

einem.

Der Charakter einer Darstellung p : G — GL,(F) sei nun definiert als der Charakter des

zugehorigen FG-Modul; also



Definition 3. e 7y ist ein Charakter der Gruppe G” <<  7x ist der Charakter eines
FG-Modul”

e 7y ist ein irreduzibler Charakter der Gruppe G” < 7 ist der Charakter eines irreduziblen

FG-Modul”

e 7y ist ein reduzibler Charakter der Gruppe G” < 7y ist der Charakter eines reduziblen

FG-Modul”

Proposition 2. (a) SeienV und W isomorphe FG-Module, dann haben sie den gleichen Charak-

ter x.

(b) Seien x,y € G und g € G mit grg~t = y, dann gilt x(x) = x(y) fir einen beliebigen
Charakter x.
Remark 3. Proposition [2]ist tatséichlich eine Aquivalenz. Beweis in Vortrag 7. Die Umkehrung

des zweiten Teiles der Proposition ist nicht richtig und sogar iiblicherweise falsch. Der triviale

Charakter ist ein Beispiel.

Definition 4. Sei x der Charakter eines FG-Modul V', dann ist der Grad von x als die Dimension

von V definiert.

Example 1. (1) Sei V ein FG-Modul der Dimension 1. Dann gilt

Vg e Gy e F,Vv e Vi gv = Agv (8)

Dann ist x(g) = Ay. Charaktere vom Grad 1 nennt man lineare Charaktere; sie sind irreduz-
ibel.

Merke dass lineare Charaktere Homomorphismen G — F* sind. Es sind die einzigen Charak-
tere, welche Homomorphismen solcher Art sind. Ist der Grad eines Charakters > 2 so gilt

natiirlich i.A. tr ([g]g[h]|B) # trlg]str[h]s.

(2) Sei V der triviale FG-Modul. Der Charakter von V ist dann ein linearerﬂ Charakter und es

gilt

1Erinnerung: Der triviale FG-Modul ist per Definition 1-dimensional.



Vg e G:x(g) =trlglg =tr(1) =1 (9)

2 Werte von komplexen Charakteren

Merke: von nun an F = C.

Proposition 3. Sei x der Charakter eines CG-Modul V- mit dimV = n und sei g € G mit

lg| = m. Dann gilt

(a) X(1) = dim(V) = n

(b) x(9) =iy wf, w=ew
(c) x(g7") = x(9)

(d) g konjugiert zu g=* = x(g) € RE|

Proof. (b) siehe Prop 9.11 [JLI. O
Fiir ein g € G mit ord(g) = 2 lassen sich noch prézisere Aussagen treffen:

Corollary 1. Sei y ein Charakter von G und g € G mit ord(g) = 2. Dann gilt x(g) € Z und

x(9) = x(1) mod 2 (10)

Proof. Nach Proposition [3] gilt

xo) = Y wf (1)

wobei x(1) = n und jedes w; eine 2. Einheitswurzel. Also w; € {+1,1}. Sei nun r die Anzahl

derer w; welche +1 und s die Anzahl derer, welche —1 sind. Damit also

x(g)=r—s und x(1)=r+s (12)

2Der triviale Charakter ist ein Gegenbeispiel fiir die Umkehrung. Beispiel der Dg ist ein weiteres.



Es gilt dann also auch x(g) € Z und

x(g)=r—s=r+s—2s=x(1) —2s (13)
also x(g) = x(1) mod 2. O

Theorem 1. Sei p : G — GL,(C) eine Darstellung von G und x ein Charakter von p. Dann

gilt fiir ein beliebiges g € G
(1) |x(9)] = x(1) & p(g) = A, fiir ein A € C
(2) kerp = {g € G|x(9) = x(1)}

Proof. (1) Sei g € G mit ord(g) = m. Angenommen p(g) = Al, fiir ein A € C, dann gilt nach

Homomorphie

Ly =p(1) =p(g™) = (p(g)" = M,)" = \N"I' => A" =1= [\ =1 . (14)

Mit

x(g) = tr(p(g)) = nA (15)

folgt [x(g)] =n = x(1).

Sei nun |x(g) = x(1). Dann existiert nach Proposition 9.11 [JL] eine Basis B mit

[g]B = dia’g(wlv ce ;wn) (16)
wobei die w; mit i € {1,...,n} jeweils m-te Einheitswurzeln sind. Dann gilt
x(9) = tr(lgls) = | Y _wil = x(1) =n = [o'|n (17)
i=1



wobei w’ eine Einheitswurzel ist. Die obere Gleichung stimmt also genau dann wenn Vi €

{1,...,n}: w; =« mit w einer m-ten Einheitswurzel. Also ist g = w'I,.

(2) Sei g € ker p. Dann x(g) = x(In) =n = x(1).
Sei x(g) = x(1). Dann nach obigem p(g) = A, also x(g) = An = Ax(1). Also A =1 und

damit p(g) = I,, und damit g € ker p.

Definition 5. Sei x ein Charakter von G. Dann sei der Kern von x definiert als

kerx = {g € G : x(g9) = x(1)} (18)
Merke:

e Mit der vorhergehenden Proposition gilt ker p = ker x

e kery <G

e Ein Charakter x heifit treu falls ker y = {1}

Proposition 4. Sei x ein Charakter von G. Dann ist X definiert durch Vg € G : X(g) = x(9)

ebenfalls ein Charakter auf G. Ist x irreduzible, dann ist es auch ). E|

Proof. Merke dass (—) : GL,(C) — GL,(C) ein Homomorphismus ist. Daher ist auch

X:G— GL,(C) = GL,(C) - C (19)

eine Darstellung von G. O

3 Regulare Charakter

Definition 6. Der regulare Charakter x,., einer Gruppe G ist der Charakter des regularen

CG-Modul.

3Da komplexe Konjugation eine Involution ist, gilt hier auch die Riickrichtung.




Proposition 5. Sei V = @;_, U; ein CG-Modul mit U; irreduzible CG-Moduln. Dann gilt
Vg € G:

xv(g) = ZXUi (9) - (20)
i=1

Proof. Folgt direkt aus dem Satz von Maschke. O

Proposition 6. Sei Vi, ..., Vi eine vollstandige Menge nicht isomorpher irreduzibler CG-Module

und sei x; mit i € {1,...,k} der Charakter von V;. Dann gilt Vg € G

k
Xreg = ZdZXZ(g) (21)
i=1
Wobei d; = x;(1) = dim(V;), also die Anzahl der CG-Untermoduln, zu welchen V; isomorph ist.

Proposition 7. Sei ..y der regulire Charakter der Gruppe G. Dann gilt

G| ,g=1
Xreg(g) = (22)
0 ,g#1
Proof. Es gilt
Xreg(l) = dlm(C[G] = ‘G| (23)
Sei g; € G fiir ein beliebiges i € {1,...,|G|}, dann ist g; ein Basisvektor der natiirlichen Basis
von C[G]. Nun gilt gg; = g, fir ein i # j € {1,...,|G|}, also ist insbesondere der ii-te Eintrag

der Darstellungsmatrix von g gleich 0. Da 7 beliebig gewéhlt war gilt daher

Xreg (9) = (24)



4 Permutationscharakter

Will man eine Gruppe als Untergruppe einer symmetrischen Gruppe S,, betrachten, so gilt es

eine einfache Konstruktion eines Charakters wie folgt:

Sei G eine Untergruppe der S,, fiir ein fixes n € N und sei V' der Permutationsmodul. Dieser
hat Basis B := {v1,...,v,} und ist definiert durch die Gruppenwirkung gv; = vy, fiir ein i €

{1,...,n}. Nun ist

(lglB)ii = (25)
0 gi#0

Definiere dazu fix(g) = {i € {1,...,n}|gi = i}.
Dann ist der Charakter m des Permutationsmodul ist gegeben durch

7(g) = lfix(g)| (26)

Man nennt 7 auch den Permutationscharakter von G.

Proposition 8. Sei G C S,,. Die Funktion v : G — C definiert durch

v(g) == m(g) — 1= |fi(g)] — 1 (27)
ist ein Charakter von G.
Proof. Sei vy, ...,v, eine Basis des Permutationsmodul von G und sei weiters

= Zvi und U = span(u) (28)

i=1
Dann gilt Vg € G : gu = u. Die Dimension von U ist 1. Folglich ist U isomorph zum trivialen
CG-Modul, also ist de Charakter von U der triviale Charakter: 15. Nach dem Satz von Maschke

existiert ein weiterer CG-Untermodul W sodass U = V @ W. Definiere nun p als den Charakter



von W. Dann gilt m = 1g 4+ v. Also fiir alle g € G

fix(g)| =1+ v(g) . (29)
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